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RÉSUMÉ. Le but de la recherche documentaire (RD) consisteà trouver, parmi unebasededo-
cuments,ceuxqui répondentle mieuxà unedemandeformuléepar un utilisateur. Lesexpé-
riencesréaliséesontmontréqu’il était impossibled’obtenirdesrésultatssatisfaisantsavecdes
systèmesoù la représentationdesdocumentsainsi que les paramètres utilisés lors de la re-
chercheétaientfigés.C’estpourquoi on emploiel’apprentissage pour modifierlesparamètres
dusystèmederecherche, ensebasantsur lesjugements(feedback) quelesutilisateurs peuvent
porter sur la qualité desdocumentstrouvés.Pourtant, l’application de tellestechniquesreste
problématique. En effet, celles-cisontsoit complexesà mettre en œuvre (traitementoff-line),
soit difficiles à contrôler. Nousproposonsuneapproche baséesur un modèleprobabilistede
recherche documentaire qui permetd’utiliser le feedback de manière rapideet incrémentale.
Danscetarticle, nousétendonscemodèlepour neplusregarder si un documentrépondà une
requêtedansl’ absolumaisplutôt relativementà unebasedocumentaire donnée. Ainsi, un ju-
gementportantsurunseuldocumentmodifiel’ensembleduprocessusderechercheaméliorant
ainsi la rapiditédel’apprentissage.

ABSTRACT. Thegoalof informationretrieval (IR) is to find,within a databaseof documents,those
which satisfya user’s informationneed.Experimentscarried out showthat it is impossibleto
obtain perfectresultswith systemswhere both documentrepresentationand the parameters
usedfor retrieving are fixed. Sinceuser’s relevancejudgmentsare a source of evidencefor
informationretrieval, learningfromthisfeedback is anappealingidea.Manydifferentlearning
techniqueshavesuccessfullybeenusedfor relevancefeedback. In mostmodels,learning is
eitherperformedoff line ; otherwiseit is notwell controlled. Theapproach weproposeis based
on a probabilistic modelin which learning from feedback is simpleand incremental. In this
paper, we extendthis model,allowing it to take into accountfeedback on the entire database
while computingthescore betweena queryanda singledocument.Asa result,a judgmenton
a singledocumentmodifiestheentire retrieval process,thusyieldingon an improvementover
learning.

MOTS-CLÉS: Recherchedocumentaire, apprentissage, modèlesprobabilistes.
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1. Intr oduction

La recherchedocumentaire(RD) a pourbut detrouver, parmiun ensemblededo-
cuments,celui ou ceuxqui répondentle mieux à unerequête.Devant la complexité
d’unetelletâche,la possibilitédeconcevoir dessystèmescapablesd’apprendre,grâce
aux jugementsformuléspar lesutilisateurs(feedback), à retrouver plusefficacement
lesdocumentspertinentsestunenjeudetaille.Deuxdifférentsmodesd’apprentissage
existentenrecherchedocumentaire.Le premier, volatile, permetd’améliorerprogres-
sivementle résultatd’une recherche,mais cet apprentissagene dure que le temps
d’une sessionavec l’utilisateur. Toute l’information apportéeestperdueune fois la
sessionterminée.Le second,permanent, utilise le feedbackpourmodifier le système
à long terme.Danscetarticle,nousnousfocaliseronssur l’apprentissagepermanent.
L’organisationdel’article estla suivante.Dansla partie(2), lesdifférentesapproches
utiliséesen RD serontprésentéeset les différentestechniquesd’apprentissageexis-
tantesserontdétaillées.En (3), l’utilisation d’un nouveaumodèleprobabilistesera
proposéeet justifiée.Les résultatsobtenusserontprésentéset commentésen(4). Le
lecteurseréferreraauxannexesA, B et C pourlesdétailsformelsdel’approche.

2. Recherchedocumentaireet apprentissage

La plupart desapprochesutiliséesen RD se basentsur une modélisationassez
simple: un texte est représentépar un vecteuroù chaquecomposante(binaire ou
réelle) représenteun terme (ou concept). Le principe sous-tendanttoutes les dif-
férentestechniquesutiliséesen RD consisteà construireune fonction

������� ���
, ap-

peléemesure de similarité, dont la valeur est d’autant plus grandeque
�

répond
à la requête

�
. Cettemesurepermetalors d’ordonnerles documents.Deux grands

typesd’approchesissusdesannées1970,qui ont aujourd’huitendanceà s’uniformi-
ser[Spa98], sontà distinguer: lesapprochesprobabilistes[CRE 98] et lesapproches
vectorielles(VectorSpaceModel, VSM).

L’apprentissageen RD peutserésumerà la modificationd’unedestrois compo-
santesd’un tel système: la représentationde la requête,la mesurede similaritéet la
représentationdesdocuments.Keim et al [KEI 97] proposentun desraresmodèles
qui combineapprentissagevolatile et permanent.Le modèleprobabilistesur lequel
estbaséeleur approcheutilise les jugementsdepertinencede l’utilisateur afin d’afi-
ner progressivementles résultatsd’une sessionde recherche.Cetteinformationest
habituellementperduepourtoutenouvellesession,maisdansleurmodèle,Keimetal.
proposentd’altérerla représentationdetoutenouvellerequêtegrâceauxrequêtespas-
sées– toutenmodulantl’apportdetouteanciennerequêteenfonctiondesasimilarité
avecla nouvelle.Bartell et al. [BAR 94, BAR 95, BAR 98] utilisentuneméthodeba-
séesurla descentedegradientpouroptimiserla mesuredesimilaritédansun modèle
vectoriel.Ils définissentunefonctiondifférentiable,dont lesparamètressontceuxde
la mesurede similarité, qui décroît lorsquel’ordre induit par la mesurede simila-
rité serapprochede l’ordre souhaitépar les utilisateurs– le feedbackdéfinit ici un
ordrede préférencedesdocuments.Dansle cadreprobabiliste,les méthodesde ré-
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gressionsontutiliséespourévaluer 	 ��
�� ��� �
� à partir du feedback.Deuxdifférentes
techniquespeuventêtreemployées,la régressionlinéaire [FUH 93, FUH 94] et la ré-
gressionlogistique[COO93]. La techniquede Brauen[BRA 71], DocumentVector
Modification, estunedesplussimplesutiliséespourl’apprentissage.Quandun docu-
mentest jugé pertinentpour unerequête,sareprésentationestmodifiéede manière
à se � � rapprocher� � dela représentationdela requête.Bodoff [BOD 99] étendceprin-
cipe,maiséviteunemodificationincontrôléedesdocuments: le but del’apprentissage
peutêtrevu commela recherche,pourchaquedocument,d’un équilibreentresare-
présentationinitiale et la représentationdesrequêtespour lesquellesil estpertinent.
Le modèleprobabilistesur lequel nousnousbasons,appeléBinary Independence

IndexingModel(BII), fait égalementpartiedesalgorithmesqui modifientla représen-
tationdesdocumentsgrâceau feedback.Danscemodèle,l’apprentissageestsimple
– il suffit de mettreà jour desstatistiques,maisestpar contrelent puisqu’unjuge-
mentn’influencequela représentationd’un document[CRE 98]. D’autresapproches,
commecellesdeBelew [BEL 92a] et Kwok [KWO 92, KWO 94] proposentuneap-
procheconnexionnistedela RD. Danscesmodèles,l’apprentissageesteffectuégrâce
à destechniquesspécifiquesdemiseà joursdespoidsdu réseau.

3. L’appr ocheprobabilistediffér entielle

Malgré la grandediversitédesapprochesprésentées,tousles systèmesmontrent
qu’il estpossiblepour un systèmede recherchedocumentairede tirer partiede ju-
gementsde pertinencepour améliorersesperformances.Par contre,aucunede ces
techniquesn’offre à la fois un apprentissageincrémental(d’un point devuepratique
et non théorique),rapideet contrôlé(dansle sensoù les modificationsapportéesau
systèmene sont passeulementintuitives).Le modèleque nousprésentonsdansla
suite,basésurun modèleprobabiliste,permetdecombinercestroisavantages.

Commela plupartdesapprochesprobabilistes,notremodèlesefondesur le Pro-
bability RankingPrinciple/PRP[ROB 77] :

������� ���
estconstruitedefaçonà ordonner

de la mêmemanièreles documentsquela probabilité 	 ��
�� ��� �
� – probabilitéqu’un
document

�
soit pertinentpourunerequête

�
. Dansnotremodèle,tout documentest

considéréuniquemêmesi deuxdocumentscontiennentexactementlesmêmetermes.
Un documentestreprésentéparun ensembledestatistiques: pourtout terme � et tout
document

�
,

�� � � ��� (resp.


�� � � �
� ) représentele nombrederequêtescontenant� pour
lesquelles

�
estpertinent(resp.n’estpaspertinent);


������
(resp.


����
�
) représentele

nombrederequêtespour lesquelles
�

estpertinent(resp.n’estpaspertinent).Par ex-
tension,nousnoterons


�� � � ����� (resp.

��������

) la sommedes

�� � � �
� (resp.


������
) pour�������

. Une requêteestuneconjonctiond’événementssimples,les ��� (le terme �
estprésentdansla requête)et ��� (le terme � n’estpasprésentdansla requête).Nous
appellerons

�
cettereprésentationet utiliseronsla notation� ��� pour ��� ��� .

D’un point devuepratique,il fautétablirquelqueshypothèsespermettantdesim-
plifier suffisammentle problèmepourqu’il puisseêtretraité.Unehypothèsecourante
enrecherchedocumentaire,estdesupposerunequasiindépendancedesévénements
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simples(les ��� et ��� ) lorsquel’on connaîtle documentet la relationqui le lie à la re-
quête(pertinenceou non-pertinence).Cettehypothèseestplusfaiblequel’hypothèse
d’indépendanceentrelestermes,et estdéfinieformellementdela façonsuivante:

Hypothèse1 (Link ed dependenceassumption) Pour tout
� �"!#�

et touterequête�
, nousavonsla relationsuivante: $&%�' ( )+* ,.-0/$&%�' ( )+* , - / 132547698 $&%;: 4 ( ,.-<* )=/ 2>4@?6A8 $&% : 4 ( ,.-�* )=/2547698 $&%;: 4 ( , - * )=/ 2>4@?6A8 $&% : 4 ( , - * )=/

Unehypothèsesupplémentairepermetd’ignorer, dansle calcul,lesprobabilitésasso-
ciéesà tout termequi n’estpasprésentdansla requête.

Hypothèse2 Pour touterequête
�
, $&%;' ( )+* ,.-0/$&%;' ( )+* , - / 1 2>4B6A8 $&%;: 4 ( ,.-�* )=/2 4B6A8 $&%;: 4 ( , - * )=/

Cesdeuxhypothèsessontdesa priori sur la recherchedocumentaireet la façonde
modéliserl’ensembledesdocuments.On supposerade plus que la distribution des
documentsetquelaprobabilitéqu’undocumentsoitpertinenta priori sontuniformes:

Hypothèse3 C �D� �E�=�F�G� ��H1 �E�I� 	 ����� 1 	 ���E��� et 	 ��
J� �
� 1 	 ��
J� �E��� .
Contrairementà toutesles approchesprobabilistesutiliséesen recherchedocu-

mentaire,la méthodeproposéene cherchepasà estimeruneprobabilitépourun do-
cument

�
donné,maischercheplutôt à l’estimer pour ce qu’on pourraitappelerun� � anti-document� � � (noté K � ). D’une manièreimagée,ce quenouscherchonsà me-

surerpeutêtre résumépar la questionsuivante: “si on enlève le document
�

de la
basedocumentaire,la probabilitéd’y trouver un documentpertinentest-ellemoins
élevée?”. Si la réponseàcettequestionestnon,alorscedocumentn’estpaspertinent.
Dansle cascontraire,la variationde probabiliténousindiqueradansquellemesure
cedocumentestpertinent.La justificationthéoriquede notreapprochedifférentielle
sebasesurlescalculsprésentésenannexe.Nousproposonsd’utiliser commemesure

de similarité la valeur LM$.%N).( ' * OQPR/$&% )S( ' * OQPR/ et nousmontronsen annexe B qu’elle respectele

Probability RankingPrinciple. En annexe C, nousdonnonsuneestimationde cette
valeur. Nousmontronsquel’ordre optimaldeprésentationdesdocumentsestl’ordre
décroissantparrapportà la quantité:

������� �
� 1 L � � �7T;UWVMX L )+%;PR/<Y[Z)&%0,./<Y\Z]( ,�(X L )+%;PR/<Y[Z)+%0,./<Y\Z]( ,�( L_^�a` ' bQP
TNUEV X L )+% � * PR/)+% � * ,&/�YS( ,�( c=dX L )&% � * PR/).% � * ,./<YS( ,�( c=d

Enthéorie,notresystèmepourraits’amorcersansaucuneinformation(i.e.

�� � � �
� 1
�� � � �
� 1_e pour tout document

�
et pour tout terme � ), et accumulerles juge-

mentspour s’améliorerpeu à peu. En pratique,une bonneinitialisation de la re-
présentationdesdocumentsestnécessaire.Pourcela,nousinitia-lisonsla représen-
tation d’un document

�f�g�
en � � simulant� � le traitementd’un nombre h de re-

quêtesparmi lesquellesh ) ont pour bonneréponse
�

et h ) n’ont paspour bonne
réponse

�
. Cette initialisation restetrès simple puisqueles seulesdonnéesnéces-

sairessont contenuesdansle document.La méthodedont la validation resteexpé-
rimentale,consisteà initialiser pour chaqueterme � d’un document

�
les valeurs
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�� � � �
� et

�� � � ��� de la façonsuivante:


�� � � �
� 1ji Xlk � h ) L X ��T;UWV�m 4 %;PR/<Y+dn.oaprq Ysdut et
�� � � �
� 1 i Xlk � h ) L X �wv X Lyx za{ % m 4 %;PR/<Y+d|/x za{ % n.oaprq Ysd}/9~�t , où �<��� représentela partie entière

de � , h � ����� le nombred’occurrencesdu terme � dans
�
, et �J��� P le maximumdu

nombred’occurrencesdu termedans
�
.

4. Résultatsobtenus

Pour l’évaluation, deux différentes collections ont été utili-
sées ( �����
���a�
�u�������7�D���&�I���
�S�|���&���Q�������������������u�Q�����W�Q�D�u��� ). La première est
la collection Cranfield (1398 documentset 1837 jugementsde pertinence).La
secondeest la collection CISI (1460 documentset 3114 jugementsde pertinence).
Lesalgorithmesévaluéssont:

– TF-IDF : algorithmeutilisé parSMART [SAL 71]. Utilisation deTF-IDF pour
le calculde   et du �9¡u¢r£B¤=¥=¢ commemesuredesimilarité.

– DIFF ¦ avec ¤ 1§e � X � X e : notreméthodedifférentielle.Trois différentescondi-
tionsexpérimentalesontétéévaluées.Pourla première( ¤ 1¨e ), il n’y apasd’appren-
tissage.Dansla seconde( ¤ 1 X ), lesrequêtesdugrouped’apprentissagesontutilisées
pourmodifierla représentationdesdocuments.Quantà la troisième( ¤ 1 X e ), chaque
requêtedugrouped’apprentissagesimulel’apprentissageàpartirdedix requêtesavec
le mêmetexteet lesmêmesdocumentspertinents.

Pourchaquecollection,lesrequêtesontétédiviséesendeuxgroupesdifférents(ta-
bleau1), le premierutilisé pourl’apprentissage(pourDIFF ¦ , ¤ª© e ), le secondpour
l’évaluation.Lesperformancesdesalgorithmessontrésuméesparplusieursmesures
classiquesen recherchedocumentaire.La courberappel/précision(figures1 et 2)
montrepourchaquetauxderappel� (rapportentrele nombrederéponsestrouvéeset
le nombrederéponsespertinentes),la précision(rapportentrele nombrederéponses
pertinenteset le nombrederéponsestrouvées)maximumatteintepourun tauxderap-
pel d’au moins � . La précisionà ¤ documents(tableau2) donnele nombremoyende
documentspertinentstrouvéesparl’algorithmeparmiles ¤ premiers.

Cranfield CISI
App. Eval. App. Eval.

Nombrederequêtes 158 67 67 44
Nombremoyendejugementsparrequête «�¬ ­ ®Q¬ ¯ °E®Q¬ ± °W²�¬ ±
Nombremoyendejugementspardocument e ¬ ²E¯ e ¬ ±W³ X ¬´°W¯ e ¬ «E«

TAB. 1 –. Caractéristiquesdesjeuxderequêtes

Lesrésultatsobtenussontencourageantslorsquel’on considèrecesobservations.
Quandaucunjugementdepertinencen’estutilisé( µG¶E·¸·s¹ ), lesperformancesdenotre
modèlesontprochesde cellesde SMART (figures1 et 2 à gaucheet tableau2). Ce
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Nombremoyen Cranfield CISI
dedocuments
pertinentspour.. TF-IDF DIFFº DIFF » DIFF »�º TF-IDF DIFFº DIFF »
1 document 0.66 0.69 0.72 0.73 0.32 0.42 0.42
2 documents 1.12 1.13 1.15 1.21 0.58 0.71 0.77
3 documents 1.52 1.49 1.54 1.63 1.00 1.00 1.03
5 documents 2.01 1.97 2.03 2.23 1.71 1.65 1.78
10documents 2.73 2.72 2.82 3.16 2.90 2.84 2.94

TAB. 2 –. Précisionà ¤ documents.Lesmeilleuresperformancessontengras.
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FI G. 1 –. Cranfield1400: ComparaisonavecSMART/ Effet del’apprentissage

résultatestd’autantplusimportantquenotremesuredesimilaritéesttotalementnou-
velle et n’estcomparabledirectementà aucuneautre,alorsqueSMART estun algo-
rithmeéprouvé.Deplus,l’apprentissageaméliorelesrésultasobtenus(figures1 et2 à
droiteet tableau2). L’effet estd’autantplusgrandquele nombrederequêtessimulées
estgrand( µM¶
·¸· d ¹ ). Cetteobservationsuggèrel’idée quenotremodèlepourraittirer
partiedel’utilisation dedifférentsniveauxdepertinence(trèspertinent,moyennement
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FI G. 2 –. CISI: ComparaisonavecSMART/ Effet del’apprentissage
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pertinent,etc.)enassignantà chaqueniveauuneconstantereprésentantle nombrede
fois où le triplet (requête,document,pertinence)doit êtresimulé.

5. Conclusionet perspectives

Danscet article, un nouveaumodèleprobabilistede recherchedocumentairea
été présenté.Celui-ci permetde construireun systèmede RD capabled’apprendre
de manièresimpleet rapidegrâceaux jugementsde pertinencedesutilisateurs.De
plus,sesperformancessansapprentissagesontcomparablesà cellesd’un algorithme
classique.Commecemodèleremplaceprogressivementla représentationinitiale d’un
documentpar celle desrequêtespour lesquellesil est (ou n’est pas)pertinent,une
analyselinguistiquepousséede la requêtepermettantde dégagerdesinformations
de hautniveau– commepar exemplela naturede la question: où, comment,etc.–
pourraitcompléterdemanièreefficaceun tel modèle.Parmi lesautresaméliorations
possibles,l’utilisation d’unebasestructuréepermettraitd’accélérerles rechercheset
l’apprentissageenregroupantlescaractéristiquescommunesàdessous-ensemblesde
documents.
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A. Définitions et notations

Soit ¿ 1ÁÀÃÂ � l’universdeprobabilitéoù À estl’ensembledesrequêteset
�

l’ensembledesdocuments.Lesévénementsutilisésdansla suitesontlessuivants:

– � � avoir le document
� � � , � 1#Ä ���rÅ|� ��Æ]��� ÀÇÂ ��� � 1 �uÆWÈ et l’événementavoir un

documentde
� �\É �

, noté
� � 1yÊ P ` , -�Ë ���
� .– � � avoir la requête

� � � , noté
�

ou Ë ���u� 1#Ä ���AÅa� ��Æ]�"� À#Â �F� � 1 � Å È .– � � pertinence� � , 
 1#Ä ���rÅ}� �uÆ]�"� ÀÌÂ �F� �uÆ estpertinentpour
�rÅ|È

.
– L’événementla concept� est présentdansla requête, noté � � ou Ë � � � � 1Ä ���rÅ|� ��Æ��"� ÀÌÂ �F� � ��� Å È .

B. Relation document-antidocument

La définitiondel’événement
�

implique,avec K � 1 Ë ���yÍ Ä ��È�� :

	 ��
J� � � K ��� 1 	 ��
J� � �	 � K ��� � �JÎ X L 	 ����� � �	 ��
J� � � 	 ��
J� �D� � �|Ï avecBayes
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et donc
	 ��
J� � � K ���	 � 
�� � � K ��� 1 	 ��
J� � � LÐ	 ���
� 	 ��
J� ��� � �� X LÐ	 ��
J� � �a� LÐ	 ���
�A� X Lª	 ��
J� ��� � �}� [1]

La formule(1) nouspermetdedire LM$&%N).( ' * OQPR/$&% )S( ' * OQPR/ estunefonctionstrictementcroissante

de 	 ��
J� � � ��� . Cecinouspermetdecréerun ordrequi respectele Probability Ranking

Principle enlesordonnantlesdocumentsenfonctionde LM$&%;).( ' * OQPR/$&% ).( ' * OQPR/ . Puis,

T;UWV 	 ��
�� � � K �
�	 � 
�� � � K �
� 1 T;UWV 	 ��
�� K ���	 � 
�� K ��� k T;UWV 	
��� � 
 � K ���	 ��� � 
 � K ��� avecBayes

1 T;UWV 	 ��
Ñ�	 � 
Ñ� k ^ �a` '
TNUEV 	 � � � � 
�� K ���	 � � � � 
�� K ��� (hypothèses1, 2 et 3)[2]

C. Estimation de probabilité

La probabilitéqu’un terme � soitprésentdansunerequêtepourqui le document
�

estpertinentest Ò�� * P 1 	 � ���sÓ � Ó 
¸� . Soit Ô Å� * P unevariablealéatoirequi prendla
valeur X quandË � ��� � Ó Ë ����� Ó Ë ��
¸� estvrai,et0 autrement.Ô Å� * P suitalorsuneloi de

BERNOUILLI deparamètreÒ�� * P . Soit Õ�� * P 1 Ô d� * P k�ÖAÖAÖAk Ô m 8� * P unevariablealéatoire
qui représentele nombrede fois où un document

�
est pertinentpour une requête

qui contientle concept� ( h ' représentele nombrederequêtespour lesquellesnous
avons un jugementde pertinence).Nous pouvons facilementfaire l’hypothèsequeÔ Å� * P et Ô Æ� * P , £ H1Ø× sontindépendantes.Par conséquent,Õ � * P suit uneloi binomiale

de paramètresÒ�� * P et h ' . De plus, 	 � Õ�� * P 1ÚÙ � 1ÚÛ¸Üm 8 Ò Ü� * P � X LÝÒ½� * P � m 8 c Ü avecÙ�1Çe � ÖAÖrÖ � h ' et Þ � Õ�� * P � 1 h ' Ò½� * P . EnposantÕ�� * , - 1àß P ` , - Õ�� * P nousobtenons:

Þ � Õ½� * , - � 1 h ' 	 ��
¸� 	 ��� � � 
¸� 	 � ��� � � � � 
Ñ�SáÇ
�âu� � � K �
�
et
Þ � Õ�� * OQP �Þ � Õ � * , � 1 	 � K ��� 	 � ��� � K �D� 
¸�	 � � � � 
¸� á 
 â � � � K ���
 â � � � ��� [3]

où

 â � � � K �
� et


 â � � � ��� représententla valeurestiméede

�� � � K �
� et


�� � � ��� si pour
chaquerequêtepasséeet chaquedocumentnousconnaissionsles jugementsde per-
tinence.Pour obtenir uneestimationde


 â � � � ����� , nousdevonsprendreen compte
l’hypothèse3: un documentdoit être pertinentpour un mêmenombrede requête
qu’unautre.Notons


 ' celui-ci.Deplus,onsupposequepourtoutdocument
�

et tout
terme � quatrejugementssontconnusreprésentantles différentscasde figure pos-
sible: le documentest(n’estpas)pertinentpour la requêteet la requêtecontient(ne
contientpas)le terme � . Cetteinitialisationreprésentedoncuneincertitudetotale,et
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estdirectementinclusedansla formuledesimilarité,pourdesraisonsévidentesd’op-
timisation.La valeur )+% � * ,.-0/<Yw( ,&-�()+%N, - /<Y\Z]( , - ( estle pourcentagedu nombrede couplesrequête-
documentliés par la relationdepertinenceet dont le documentestdans

���
pourqui

la requêtecontientle concept� . Cequi nousamèneàétablirl’approximationsuivante
de

 â � � � � � � : 
 â � � � � � �Sá 
�� � � ����� k � � �7�
���� � � k ° � � � � Â 
 ' Â � � � �

et, avec la formule (3) et les relations

�� � � K �
� 1 
�� � � ��� L 
�� � � ��� et


�� K �
� 1
��<��� L 
�� K ��� , nousobtenonsuneestimationde ã	 � ��� � K �D� 
Ñ� :
ã	 � � � � K ��� 
¸� 1 
 â � � � K �
�
 â � � � ��� Â 	 � � � � 
¸�	 � K ��� 1 X L )+% � * PR/<Y+d)+% � * ,./<YS( ,�(X L )+%;PR/<Y\Z)+%0,./<Y\Z]( ,�(

Â � �F� L X� �F� Â 	 � � � � 
¸�	 � K �
�
Un résultatanaloguepeutêtretrouvépour 	 � � � � K �D� 
¸� etdonc:

ã	 � � � � K ��� 
¸�ã	 � ��� � K ��� 
¸� 1 X L )+% � * PR/<Ysd)+% � * ,./<YS( ,�(X L )+% � * PR/<Ysd)&% � * ,./<YS( ,�(
Â X L )&%;PR/<Y\Z).%0,./<Y\Z]( ,�(X L )+%;PR/<Y\Z)+%N,&/�Y\Zr( ,�( Â

	 � � � � 
¸�	 � � � � 
¸� [4]

Grâceà ce dernier résultat,nouspouvons écrire une approximationde la for-
mule(1), ennotant � ��� ä�åæ
�� � � ���çH1èe ou


�� � � ���çH1Çe :
TNUEV ã	 ��
J� � � K ���ã	 � 
�� � � K ��� 1 T;UWV 	 ��
¸�	 � 
¸� k ^ �a` '

T;UWV v X L d)+% � * ,./<YS( ,�(;~ 	 � � � � 
¸�v X L d)+% � * ,./<YS( ,�( ~ 	 � ��� � 
¸�
k � � �7T;UWV X L )+%�PR/<Y\Z)+%0,./<Y[Zr( ,�(X L )+%�PR/<Y\Z)+%0,./<Y[Zr( ,�( k ^�a` ' bQP

T;UWV X L )+% � * PR/)+% � * ,./<YS( ,�( c=dX L )+% � * PR/)+% � * ,./<YS( ,�( c=d [5]

où lesdeuxpremierstermessontconstantspour unerequêtedonnéeet nemodifient
doncpasl’ordre obtenu: ils peuventdoncêtreignorés.
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